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ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO « 2003

BA Considerati i primi 7 numeri naturali a partire da 1

1,2, 3, ....n—1, n

moltiplicarli combinandoli due a due in tutti i modi possibili. La somma dei prodotti ottenuti risulta uguale
a:

1 1 1 .
A)—nin+1?* B —nn’-1; O——nn+tDn+23Bn+l); D) ——nn*-DGBn+2).
4 3 24 24

-~

Una sola risposta ¢ corretta: individuarla e fornire una esauriente spiegazione della scelta operata.

soluzione

EA n generale risulta:

A1+2+ ... +n?=1*+2°+... +n*+20-24+1-3+...+1-n+2-3+..+2-n+...+(n—D-n=

ﬁ(i/\?) Zkzw(# bk)=>2ble [(ZL) Z/&‘]

Valgono le seguenti relazioni, che si dimostrano facilmente per induzione:
n
k_

Si ha infine: 2 hk=

+1) & | = A
n(n —_ Z‘l k?= < n(n+ HQ2n+1).

[( n(n+l)) 1 ] 1 , . _ .
— | ——n(n+D2n+1) =—n(n —1D@Bn+2). La risposta D ¢

2 2 6

quella esatta.



ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO « 2004

BN Calcolare il valore della seguente somma:

12422432+ ...100%

soluzione

BN Considerata la successione a,= n?, si dimostra per induzione che la somma dei primi 7 termini vale:

& 1
Si=> k2= Gt D2n+ D).

k=1 )
Infatti, per =1, §=1*=1 e T(l +1)(2+ 1)=1, pertanto l'espressione sopra € vera; ora, posto
g
| = _ 1 . o _
Sp= T n(n+1)2n+ 1), € necessario dimostrare che S,+; = T( n+D(n+2)2(n+1)+1].
) )

Considerati i primi termini della successione:
S=1
5=8+2-2=5+2°
5=5+3-3=5+3



ricaviamo che:

Sn+1 = Sn + (7’2 + 1)2

Sp1=3S,+(n+ 1)2=%n(n+ DR2u+ 1)+ (n+1)> =%(n+ DR2n2+n+6n+06)=
J D

1

=%(n+ DR2n2+3n+4n+06)= c

(n+ Dn2n+3)+22n+3)]= %(ﬁn + D(n+2)2n+3)=
O

1
= T(n + D(n+2)2(n+1)+1]
H

come volevasi dimostrare.
La somma 1%+ 2%+ 3%+ ...100* & uguale a S,y e quindi:

2 2 2 2—_1 . . . p—tg 5
194+2°4+ 37+ ...100°= 6 100+ 101 - 201 = 338 350.
)



ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO 2004

Sessione suppletiva

n

BN Determinare il piu grande valore di » per cui I'espressione numerica Z k non supera 10 000.
=5

soluzione

n
EX L'espressione z k rappresenta la somma di (n—5) + 1= n— 4 termini consecutivi della progressione arit-

=5 n
metica di ragione 1: a,= a,—, + 1, con a,= 0. Quindi la somma Z k si puo esprimere come la media arit-
=5

metica del primo e ultimo termine moltiplicata per il numero dei termini:

as+ a, A S5+n A 1 .
z k=¥(n—4)= (n—4)=—n*+ n—20).
= 2 2 2

1 ,
Imponendo la condizione 7(}-22+ n—20)=10000, si ottiene la disequazione di secondo grado

) —1-1/30081 — 1430081

n*+n—20020=<0 che in R & verificata per 5 =n= 5 . Poiché n ¢ un
— 1+ V80081 ) ]
numero naturale e = 140,993, si conclude che il piu grande valore di » che soddisfa il

—

quesito ¢ n= 140.

140 141

Infatti > k=9860 e > k=10001.
=5 k=5



ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO « 2005

Sessione straordinaria

n

BN Determinare il pit grande valore dell'intero n per cui I'espressione z 3% non supera 10 000.
k=0

soluzione

n
L 5 Bk espressione z 3% puo essere scritta come 1 + z 3% 11 secondo addendo rappresenta la somma S, dei pri-

k=0 k=1
mi » termini della progressione geometrica di ragione g= 3, con primo termine @, = 3. Per il teorema sulla
. . . . q"— C e e .
somma parziale di una progressione geometrica, tale somma vale §,, = al— e quindi si puo scrivere:
3" = 3 3 3 1
Z"""”Z%k‘”% B e R

Affinché tale sommatoria non superi 10000 deve valere:

3

1
—+3"=—-=10000 - 3""=20001.

—



Passando ai logaritmi naturali otteniamo:
In3""'=1n20001
(n+1DIn3=In20001

1n 20001
n41<— ~0,015
In3

n=9015—-1 — n=8,015

Essendo 7 un numero naturale, si conclude che il valore cercato ¢ n=38.



ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO DI ORDINAMENTO « 2006

B Si narra che linventore del gioco degli scacchi chiedesse di essere compensato con chicchi di grano: un
chicco sulla prima casella, due sulla seconda, quattro sulla terza e cosi via, sempre raddoppiando il nume-
ro dei chicchi, fino alla 64“ casella. Assumendo che 1000 chicchi pesino circa 38 g, calcola il peso in ton-
nellate della quantita di grano pretesa dall'inventore.

soluzione

BN si tratta di calcolare la somma dei primi 64 termini della progressione geometrica a,=2", n€ N, con ra-
gione g= 2. Poiché la somma vale:

1 — 7 n
Srz:al—qa
I—=gq
risulta:
1—2%
%:1-ﬁ=264—1=1,84-1019,

dove s rappresenta il numero dei chicchi.
Si calcola il peso m, tenendo conto che 1000 chicchi pesano circa 38 g.

m=184-10"-38g=0(9,92-10%g=(9,92-10"t.



ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO SPERIMENTALE P.N.l. - 2002

Sessione ordinaria

ﬂ Calcolare:

‘ 3" ]
lim soluzione
n—+o j7!
%" 00
BN si tratta di calcolare il limite della successione — - Per n— + o, si ha la forma indeterminata - Si scriva
n!
%n
per esteso I'espressione — E
n!
3" 3-3-...-3 3 3 3 3 3 3
n! 1-2-...-(n—D-n 1 2 3 4 7 n—-1 n

Si associno i fattori nel seguente modo:

(i.i).(i.i. 3 )(%>
1 2 3 4 7 n-—1 n/)

Per n— + %, cioe per n grande, il primo fattore ¢ costante, il secondo fattore ¢ minore di 1. Si puo scrive-
re allora la seguente disuguaglianza:

SN TANERE NI TR VAU B N X
n! 2 3 4 n—1 n 2 n n! 2 n
27 3"
Poiché lim —— =0, per il teorema del confronto vale: lim = (.

n—tw 2n n—+w !



ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO SPERIMENTALE P.N.l. - 2005

Sessione straordinaria

BN Enunciare il principio d’'induzione matematica e applicarlo alla dimostrazione della seguente relazione:
n n \2
> b= ( > i) ,
i=1 i=1
la quale esprime una proprieta dei numeri naturali conosciuta come «feorema di Nicomaco» (da Nicoma-
co di Gerasa, filosofo e matematico ellenico, vissuto intorno all’anno 100 d.C.).

soluzione

| 5 Bl principio d'induzione matematica si puo formulare nel seguente modo. Data una proposizione P(n) il
cui enunciato dipenda da 7, con =1 naturale, se:
e Peverapern=1;
e supposta Pvera per n, ¢ vera anche per n+ 1,

allora essa € vera per qualsiasi 7=1.

n 2 1
Si consideri ora la relazione Z %= (Z z') . Se n=1, i due membri diventano rispettivamente Z P=1e
=1 =1 =1

1 \2
(Z ) = 1. Essi sono uguali e si deduce che la proposizione ¢ vera per n=1. Supposta vera la relazione
1

n n+1 n+1 \»
Z 0= (Z z) bisogna dimostrare che vale z i = (Z i) :

=1 =1 =1 =1
n+1



n+1
Si consideri la somma z i°. Essa puo essere scritta come:

=1

n+1 n n 2

> 3= PB+(n+1P= (z i) +(n+ 17,

=1 =1 =1

. nntD) . . . S
Poiché z i=———per il teorema sulla somma di » termini di una progressione aritmetica, risulta

=1

L\ ni(n+1)? , _
Z i| = 4 e 'espressione sopra diventa:
=1

n+1 2( \2 Y2( 472 (¢ ( Y ]

, n“n+1) , ‘ n+ D(n“+4a4n+4) (n+D(n+2)
Zz3= : —+(n+1y= ( — — =|— — —1.
Pt l 4 i 2 i
. . - (ntD(n+2) P _[E ) .
Applicando nuovamente il teorema poc’anzi ricordato, vale | — ; —| = (Z i| , pertanto risulta:
: - =1

n+1 n+1 \2
Z 3= z i) , come si voleva dimostrare.
=1

=1

n n 2
In conclusione, la proposizione Z i°= (Z z') ¢ vera per il principio di induzione.
=1 =1



SIMULAZIONE DELLA PROVA D'ESAME DI LICEO SCIENTIFICO
CORSO SPERIMENTALE P.N.l.

KN £ data la seguente successione definita per ricorrenza:
=1 ap,=a,+3n—1, ne N.

a) Dimostra che € crescente.
b) Dimostra che VnE N a,= n?

soluzione

KN Determiniamo i primi elementi della successione:

n 1 2 3 4 5
a, 1 3 8 16 27

a) dy+1— ay,=3n—1>0 Vn€&€ N, dunque la successione ¢ crescente.
b) Dimostriamo per induzione.

P(1) = «a, = 1% ¢& vera perché 1= 1%

Per n> 1, supposta vera P(n) = «a,= n*», abbiamo:

pi1=dy+3n—1=2n*+3n—1=n*+2n+1-14+n—-1=n+1*+n—-2=(n+ 1%

dunque P(7n+ 1) risulta vera e la tesi € dimostrata.



